A LEHETETLENSEGRE VISSZAVEZETES MODSZERE
(A reductio ad absurdum médszere)

Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

Ezt a modszert akkor alkalmazzuk, amikor konnyebb bizonyitani egy allitas ellentettjét,
mint a direkt allitast.

A modszer az indirekt bizonyitasok kozé tartozik, és tulajdonképpen azokkal egyenértékd.
Egy feladat vagy tétel altalaban A = B alaka, ahol A a feltevés (hipotézis) és B a kovetkezmény
(konkluzio). Mivel fennéll az (A = B) = (=B = —A) azonossag, ezért nem azt bizonyitjuk,
hogy A-bol levezetheté6 B, hanem feltételezziik, hogy B nem igaz, vagyis —B igaz, és ebbdl
helyes logikai kdvetkeztetéseket végezve, ellentmonddsra jutunk. Ellentmondasba keriilhetiink
a kiindulo feltétellel, az A-val, vagy valamelyik ismert tétellel, vagy valamelyik axioméaval.

A reductio ad absurdum modszer 1ényege tehét: feltételezziik, hogy a konkluzié nem igaz, és
helyes kovetkeztetéseket végezve, ellentmonddsra jutunk. Ez azt jelenti, hogy a feltételezésiink,
hogy B nem igaz megddl, vagyis =B hamis, tehat a B konkluzié igaz kell legyen. Ezzel a
bizonyitas véget ért.

A kovetkezGkben néhany példan keresztiil mutatjuk be a modszert.

1. példa. Legyen a, b, c, d négy kilonbézd szam. Igazoljuk, hogy nem alkothato veliik egy
2 X 2-es bilivds négyzet.

Bizonyitdas. Feltételezziik az ellenkezGjét, vagyis azt, hogy
alkothato veliik egy biivos négyzet, amint az dbran lathato. a | b

Mivel ez biivos négyzet, kovetkezik, hogy a+b=c+d=a+c =
=b+d=a+d = b+ c, ahonnan mindenképpen kivetkezik, hogy b = ¢
vagy a = b vagy a = c vagy a = d vagy b = d, tehéat ellentmondasba
keriiltiink azzal, hogy a, b, ¢, d kiilonb6z6 szamok. Ezuttal a feltevéssel
jutottunk ellentmondasra.

2. példa. Bizonyitsuk be, hogy eqy konvex hatszognek nem lehet négy hegyesszige.

Bizonyitds. Ismert tétel, hogy egy n-oldala sokszog belss szogeinek az Gsszege (n—2)-180°,
igy a kiilsG szogeinek Osszege 2 - 180° = 360°. Feltételezziik az ellenkezGjét, vagyis, hogy egy
konvex hatszognek van négy hegyesszoge. Akkor az ezek mellett fekvs kiilsé szogek Osszege
nagyobb, mint 360°, de ez ellentmond az emlitett tételnek. Ezittal egy tétellel jutottunk ellent-
mondasra.

3. példa. Igazoljuk, hogy ha a sikban eqy d eqyenes két parhuzamos a és b eqyenesek kéziil
metszi az egyiket (példdul az a-t), akkor metszi a mdsikat is.

Bizonyitas. Feltételezziik az ellenkezGjét, vagyis, hogy d
d nem metszi a b egyenest. Ekkor d || b. De igy az A ponton
at a b egyeneshez két parhuzamos hizhato, ami ellentmond a A
a parhuzamossagi axiomanak. Ezuttal egy axidomaval jutot- b

tunk ellentmondéasra.

A kovetkezGkben, a modszer jobb megértése és elmélyitése céljabol bemutatunk néhany
megoldott feladatot, a gimnéziumi és a kozépiskolai elemi matematika korébdl.
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1. Bizonyitsuk be, hogy /2 nem raciondlis szdm.
1. Bizonyitds. Feltételezziikk az ellenkezGjét, vagyis, hogy /2 racionalis szam. Ekkor

léteznek olyan (p,q) = 1 pozitiv egész szamok, amelyekre /2 = 2—9, ahonnan 2¢% = p?, tehat p
q
paros szam. Legyen p = 2r, ahol r természetes szam. Visszairva kapjuk, hogy ¢ = 2r2. Ebbél
kovetkezik, hogy ¢ is paros szam. Legyen ¢ = 2s, ekkor (p,q) = (2r,2s) = 1, ami ellentmondas.
2. Bizonyitds. Feltételezzitk az ellenkez6jét, vagyis, hogy /2 racionalis szam. Ekkor
léteznek olyan p, g pozitiv egész szamok, amelyekre /2 = ]2. Az ilyen létezé p és ¢ szamok
q

koziil legyen p a legkisebb ami létezik. Fennall a 2¢°> = p? feltétel, tehat p paros szam, vagyis
p = 2r, ahol r természetes szam, és r < p, ami ellentmond annak, hogy p a legkisebb.

2. Bizonyitsuk be, hogy \/2 + /3 nem raciondlis szdm.
Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezéjét, vagyis, v2 + /3 = P
q

2
m
Mindkét oldalt négyzetre emelve kapjuk, hogy 5+ 2v/6 = ]9_2 — V6= —, vagyis V6
q n
raciondlis szadm, de az el6z8 bizonyitasok mintdjara igazolhato, hogy ez nem igaz.

3. Két csoportra oszthatok-e a —7,—4,—2,3,5,9,10, 18,21, 33 szamok gy, hogy az eqyik
csoportba tartozo szamok dsszege 9-cel nagyobb legyen, mint a mdsik csoportba tartozok dsszege?

Megoldas. Feltételezziik, hogy a két csoportba osztas megvalosithato. Ez azt jelenti, hogy
ha elhagyjuk a 9-es szamot, a tobbi szam Osszegének a fele egész szam, de ez nem igy van, mert
az Osszeg 77, ami paratlan.

4. Van-e olyan kétjegyd szam, amelynek legaldbb négy kilénbozd primosztdja van?

Megoldas. Feltételezziik, hogy van ilyen szam. Akkor a négy legkisebb primszam 2, 3, 5 és
7. Ellenben 2-3-5-7 = 210 mar nem kétjegyt, hanem haromjegyi szam.

5. Lehet-e hdrom eqymdst kévetd pozitiv egész szam dsszege primszdam?

Megoldas. Feltételezziik, hogy a valasz igenl§, vagyis van harom olyan egymas utani pozitiv
egész szam, amelyeknek az Osszege primszam. Mivel a harom szdm egymés utani, ezért az
alakjuk valamilyen sorrendben 3k, 3k + 1 és 3k + 2. De ha ezt a harom szidmot Gsszeadjuk,
akkor egy 3-mal oszthatd Osszetett szdmot kapunk, vagyis nem primszamot.

6. Van-e olyan tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam, amelyben a szdmjegyek szorzata
99007

Megoldds. Feltételezziik, hogy van ilyen szam. Mivel 9900 = 22 . 3% .52 . 11, azt kapjuk,
hogy 11 szamjegy, ami ellentmondas.

7. Hdarom egymdst kovetd primszamot akkor neveziink hdrmasikernek, ha a szomszédok
kézotti kilonbség 2. Hdany ilyen hdrmasiker primszdm van?

Megoldds. Kénnyen belathato, hogy 3, 5, 7 éppen egy ilyen prim harmasiker. Igazoljuk,
hogy nincs tobb ilyen. Feltételezziik az ellenkezGjét, vagyis, hogy létezik olyan p primszam,
amelyre p, p+ 2 és p+4 mind primszamok. Mivel p > 3, ezért p = 3k + 1 vagy p = 3k + 2 alakua
lehet, de ekkor vagy p+2 vagy p+3 oszthat6 3-mal, vagyis nem primszam, tehat ellentmondéashoz
jutottunk.

8. Igazoljuk, hogy az AB szakasz felezdmerdlegesén kivil nincs a sikban olyan P pont,
amelyre PA = PB.
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akkor mivel AC' = CB és AP’ = P'B és P'C kozos,
ezért ACP'A = BCP'A, igy ACP = B/C\P’, ami azt je-
lenti, hogy a két szog mindegyikének mértéke 90°, vagyis
P'C merd6leges az AB-re, ami azt jelenti, hogy P’ a sza-
kaszfelez6 merGlegesen van, ami ellentmondés.

Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezGjét vagyis, a \
szakasz felez6merdlegesén kiviil is van olyan P’ pont,
amelyre P’A = P'B. Ez azt jelenti, hogy az AB P’ harom-
szog egyenls szari. Ha C' az AB szakasz felezGpontja,
C B

9. Igazoljuk, hogy az AOB szogfelezdjén kivil nincsen olyan P pont amelyre
d(P,OA) =d(P,0OB).

Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezGjét, vagyis, hogy a A
szogfelezdn kiviil is van olyan P’ pont amelyre d(P’',OA) =
= d(P',OB). Ekkor Pitagorasz tétele értelmében OA = OB,
igy OAP'A = OBP'A, ezért AOP = B/O\P’, ami azt jelen- A
tené, hogy a P’ pont éppen az AOB szogfelezGjén van, ez 5
\\B<

ellentmondas.

10. Adott a sikban eqy d egyenes, és ennek ugyanazon az oldaldn két kilonbézd A és B
pont. Keressiik meg a d egyenes azon P pontjdt, amelyre a PA+ PB dsszeq minimdlis.

Megoldas. Tiikrozziik a B pontot a d egyenesre, legyen
B’ a B pont szimmetrikusa. Az AB’ egyenes a d egyenest

A
P pontban metszi. Ekkor PA+ PB = PA+ PB' = AB'. B
[gazoljuk, hogy ez a P pont, amelyre a szoban forgo
Osszeg a legkisebb. Feltételezziik az ellenkez§jét, vagyis,
hogy létezik olyan P’ pont a d egyenesen, amelyre
P'A+ PB < PA + PB. A héaromszog egyenlGtlenség
alapjan PPA+ P'B= P'A+ P'B' > AB'= AP + PB' = P H d
P\

= PA + PB, vagyis ellentmondéshoz jutottunk.

B
11. Az ABCD konvex négyszig belsejében keressiik meg azt a P pontot, amelyre a
PA+ PB+ PC + PD dsszeqg minimdlis.

Megoldas. Igazolni fogjuk, hogy a keresett P pont éppen A
az AC és BD atlok metszéspontja. Feltételezziik az ellenkezgjét
vagyis, hogy az atlok metszéspontjan kiviil 1étezik olyan P’ pont, B /
amelyre PPA+ P'B+ P'C+ P'D < PA+ PB + PC + PD. N

A haromszog-egyenlGtlenség alapjan irhato, hogy P'A + P'C > >
> AC = PA+ PC é P'B+ P'D > BD = PB+ PD, A
ezek Osszegzésébdl adodik, hogy PPA+ P'B + P'C + P'D >

> PA+ PB+ PC + PD és ez ellentmondas. C D

\
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12. Van-e olyan hdaromszog, amelynek minden magassiga nagyobb, mint 2 cm, a terilete
pedig kisebb, mint 2 em??

Megoldas. Feltételezziik, hogy van ilyen haromszog, a A
haromszog oldalait jeloljiik a csticsoknak megfelel§ kisbettikkel.

Mivel T = % = am = 2T < 4. Ezért 4 > am > 2a, ahonnan
a < 2. Hasonlb6an kovetkezik, hogy b < 2 és ¢ < 2. Az ABD m

derékszogi haromszogben az atfogd nagyobb, mint a befogo,
ezért ¢ > m, de 2 > ¢, igy 2 > m, ellentmondashoz jutottunk.

B D a C

13. Igazoljuk, hogy nincs olyan egyenes kérkip, amelynél az alap terilete eqyenld a paldst
teriletével.

v

Bizonyitas. Feltételezziik az ellenkez§jét, vagyis azt,
hogy létezik ilyen korkap. Az alap teriilete T = 7R?, a
palast teriilete pedig P = 7wRG, ezért T = P alapjan
7R? = 7RG, ahonnan R = G adodik, vagyis egy derékszogii
haromszog befogoja és atfogodja egyenls, ami ellentmondas.

14. Eqy ABCD egységnyi oldali négyzetben adott 6t pont. Igazoljuk, hogy nem lehet

2
barmely két pont tdvolsaga nagyobb, mint -

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy barmelyik két pont kozotti

2
tavolsadg nagyobb, mint g Osszuk fel a négyzetet négy egybe- A EI D
vagod kis négyzetre. Ekkor lesz olyan kisnégyzet, amelyikbe *J
legaldbb két pont keriil, és ezek kozotti tavolsag nem lehet F H
2
nagyobb, mint a kisnégyzet atlojanak hossza, - Ezzel ellent-

mondasra jutottunk. B C

15. A mellékelt abrdan it alakzatot, dgynevezetl tetramindt latunk. Mindegyik alakzat négy
egybevdgd eqységnégyzetbdl dll. Ossze lehet-e rakni ezekbdl (maradék nélkili felhaszndldsukkal)
hézagmentesen és dtfedés nélkil eqy téglalapot?

[TTT] L] | | |

Megoldas. Feltételezziik az ellenkezGjét vagyis, hogy Osszerakhatd egy téglalap. Ha a
megadott alakzatokat a sakktabla mintéjara szinezziik ki, akkor négy alakzaton két-két vila-
gos, illetve s6tét mezd lesz, egyen pedig harom, illetve egy (vagy forditva). Igy a négy alakzaton
egyiittesen nem egyenld a vilagos és a sotét mezGk szama, ellentmondés, tehat nem lehet bel6liik
téglalapot Osszeallitani.

16. Igazoljuk, hogy 10?°** + 5 nem négyzetszdm.

: b ; s 2013 _ 12 . _ 1.2
Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezgjét, hogy 10°°° 4+ 5 = k*, vagyis 100...005 = k*,
2012
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de (1 + 5):3, igy k%3, ezért k:3. Ekkor 100...005:9, és ez azt jelentené, hogy (1 + 5):9, ami
abszurdum. Az el6bbiekben a 9-cel valo osztasi szaballyal jutottunk ellentmondéasba.

2In+4
14n + 3

17. Igazoljuk, hogy ha n > 1, akkor a tort irreducibilis.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy a tort egyszertsithetG egy d # 1 pozitiv egész szammal.
Ekkor d | 21n + 4 és d | 14n + 3. Ezek alapjan d | 42n + 8 és d | 42n + 9, ahonnan azt kapjuk,
hogy d | 1, vagyis d = 1, ami ellentmondas.

18. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pdratlan egész szimok, akkor az ax® +bx +c = 0
eqyenletnek nincs egész gyoke.

Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezGjét, vagyis, hogy paratlan a, b, ¢ értékek esetén az
egyenletnek van z = k egész szam megoldésa. Ekkor ak? + bk + ¢ = 0 = k(ak +0) = —c,
ahonnan k | ¢ kovetkezne, ezért k = 2n + 1 kell legyen, de ezt visszahelyettesitve az egyenletbe
a(2n+1)>+0b(2n+1) +c = 0 ellentmondasra jutunk, hiszen paratlan szamok 6sszege nem lehet
nulla.

19. Igazoljuk, hogy végtelen sok primszim van (Euklidész).

Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezGjét, tehat csak véges szamu primszam van, legyenek
ezek p1,po, ..., pn. Képezziik az N = pi1ps...p, + 1 szdmot. Ez vagy Osszetett, vagy prim. Ha
Osszetett lenne, akkor lennének primosztoi, de ezek csak a p, koziil lehetnek. Ez nem lehet,
mert N nem oszthato egyik py primszammal sem. Tehat N nem Osszetett, ezért prim, igy mivel
nagyobb barmelyik pp primszamnal, ezért egy tjabb primszamot kaptunk, ami ellentmond
annak, hogy p1, ps, ..., p, az 0sszes primszam.

20. Az ABCDFE konvex dtszog minden oldaldt és dtlojat vagy kékre, vagy pirosra szinezziik
gy, hogy nincsen azonos oldalszind haromszog. Igazoljuk, hogy ekkor minden csicsbol pontosan
két piros és pontosan két kék szakasz indul ki.

B
Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezdGjét, igy létezik olyan

csucs, amelyikbdl legaldbb harom egyszind szakasz indul Kki.

Legyenek ezek AB, AC és AD, és legyenek kékek. Ekkor az ABC

héromszogben BC piros kell legyen, az AC'D héromszogben DC'is o C
piros kell legyen, és az ABD haromszoghen BD is piros kell legyen,

de ez ellentmond az azonos szinti haromszog létezésének.

E D

21. Igazoljuk, hogy az x* + y* = 3(2 + t?) egyenletnek nincs pozitiv egész megolddsa.

Bizonyitds. Feltételezziik az ellenkezGjét, vagyis, az egyenletnek van (xg, yo, 20, to) pozitiv
egész megoldasa, ahol legyen z( a létez6 = értékek koziil a legkisebb.

Tehat 22+ y5 = 3(28 +t3). De 3 | 22 + y3 alapjan 3 | z3 és 3 | y3, ahonnan 3 | zg és 3 | yo,
tehat xog = 3z és yo = 3y;. Bzt visszairva az egyenletbe kapjuk, hogy 9(z% + y#) = 3(23 + t2),
azaz 3(x3 +y?) = 25 + 3. Mivel 3 | 22 és 3| €3, ezért 3 | zp és 3 | to, visszairva az egyenletbe
kapjuk, hogy 3(2% +y7) = 9(2] +t1) = 27 +yi = 3(2] + t), ami azt jelenti, hogy (z1,v1, 21, t1)
egy ujabb megoldasa az eredeti egyenletnek, ahol az o = 3z; miatt x; egy kisebb megoldas,
mint xg, és ez ellentmondas.
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