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A PRIMSZAMOK KIVALASZTASA

Olosz Ferenc tanar, Szatmarnémeti

Gyakran el6fordul, hogy egy szamroél feltétlen tudnunk kell, hogy az primszam-e vagy sem.
A kisebb primszamokat kivilrsl tudjuk, nagyobb szamok esetén pedig vagy primszamtablaza-
tot hasznalunk, vagy utédnaszamolunk. Az A természetes szamroél szamitassal ugy dontjiik el,
hogy primszam-e vagy sem, hogy megnézziik, oszthato-e a szam a v/A-nal kisebb primszamok
valamelyikével. Ha nem oszthato egyikkel sem, akkor A primszam, ellenkezé esetben Osszetett
szam.

Egy adott szamnél kisebb primszamok kivalasztasanak tobb mint két évezredes modszere
az Eratoszthenész-féle szita, amely a mar ismertté valt primszamok t6bbszoroseinek eltéavolitasé-
val keresi az tujabb primszamokat. Lévén, hogy e modszer kozismert, ezért nem tériink ki a
részletes ismertetésre, csupan csak annyit jegyziink meg, hogy ha az indulé tablazatba a 2
mellé csak a paratlan szamokat irjuk be (s6t az 5-6n kiviil a tobbi 5-ben végz6ds szamot is
kihagyjuk), akkor valamivel kevesebbet kell dolgozzunk.

Az eddig latottak alapjan egy nagy szam teszteléséhez sziikségiink van az illetd szam
négyzetgyokénél kisebb primszamokra és az ezekkel vald oszthatosag vizsgalatara, igy csak
nagyon sok munkaval lehet eldénteni, hogy az primszam-e vagy sem.

Az évszazadok soran a primszamok kivalasztasira sokan probaltak hatékonyabb mod-
szereket talalni, de napjainkig se tortént e téren lényeges javulas.

Az 1770-ben felfedezett Wilson-tétel (amely kimondja, hogy egy adott p szam akkor és
csak akkor primszam, ha (p — 1)! + 1 oszthaté p-vel) a primszamok kivalasztésara teljesen
alkalmatlan, viszont az elméleti bizonyitasokban jol hasznalhato.

Mint érdekességet mutatjuk be S. P. Sudar hindu matematikus altal szerkesztett tablaza-
tot, amellyel egy adott nagysagig a paratlan Osszetett szamokat lehet kivalasztani (azért csak
a paratlanokat, mert a 2 kivételével minden péaros szamrol eleve tudjuk, hogy Gsszetett szam).
A tablazatot a szamtani haladvanyok segitségével allitjuk Ossze, és a kivalasztas helyességének
bizonyitasanal a szamtani haladvany altalanos tagjat hasznaljuk, igy e modszer ismertetésével
a haladvanyok alkalmazasanak egy tjabb lehet&ségét tarjuk fel.

Tudjuk, hogy a szamtani haladvany az a,.1 = a, + r rekurziéval értelmezett sorozat,
barmely n € N* esetén, ahol a; és r adott szamok. A szamtani haladvany altalanos tagja
a, =a;+ (n—1)r.

Egy olyan tablazatot készitiink, amelyben soronként és oszloponként szamtani halad-
vanyokat irunk. Az elsé sorban, illetve oszlopban a kezdd tag a; = 4, és az allandé kiilonbség
(racio) r = 3. A tébbi sorban (oszlopban) a kezdd tag az illeté sorban (oszlopban) szerepld
elsG szam, és a racio soronként (oszloponként) az el6z8 sorhoz (oszlophoz) viszonyitva 2-vel
novekszik (tehat ez is szamtani haladvany).

Tétel: Ha valamely A természetes szdm megtaldlhato e tdbldzatban, akkor 2A+1 dsszetett
szam, ha pedig az A szdm nem taldlhato meg e tdbldzatban, akkor 2A + 1 primszdm.

Bizonyitds: A szamtani haladvany altalanos tagja alapjan az n-edik sorban (oszlopban)
azels6 tagd+(n—1)-3=3n+1,ésaracior,=3+(n—1)-2=2n+1.

Ezek alapjan az n-edik sorban és k-adik oszlopban talalhato elem a kovetkezéképpen néz
ki: apy =0Bn+1)+(k—-1)-7r,=3n+1+(k—-1)2n+1)=n+k(2n+1), n,k € N*.
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Ha az A szam a téblazatunkban megtalalhato, akkor A = n + k(2n + 1) alaka, igy
2A+1=2n+k(2n+1)]+1=2n+2k-2n+2k+1 = (2n+1)(2k + 1), ami azt jelenti, hogy
2A + 1 Gsszetett szam. Tehat a tablazatbol vett barmely A szam esetén 2A + 1 Gsszetett szam.

Az allitas forditva is igaz, mert minden 2A + 1 paratlan Osszetett szam felirhatd két
paratlan természetes szam szorzataként, és ha 24 +1 = (2n + 1)(2k + 1), akkor

2n+1)2k+1)—1  2k(2n+1)+2n
2 - 2

ami azt jelenti, hogy A megtalalhato a tablazatunk n-edik soraban és k-adik oszlopéban.

A= =n+k2n+1) = ay,

7'1:3 7"2:5 T3:7 7“4:9 T5:11 7'6:13 7“7:15 7“8:17
r =3 4 7 10 13 16 19 22 25
rog =95 7 12 17 22 27 32 37 42
rs =17 10 17 24 31 38 45 52 59
ry =9 13 22 31 40 49 o8 67 76
rs =11 16 27 38 49 60 71 82 93
re = 13 19 32 45 o8 71 84 97 110
ry =15 22 37 52 67 82 97 112 127
rg =17 25 42 29 76 93 110 127 144

E tétel értelmében, ha egy paratlan B szamrol el akarjuk donteni, hogy primszam-e vagy

sem, akkor megnézziik, hogy szerepel-e a tablazatban. Ha igen, akkor B Osszetett szam,

-1
= 19 megtalalhato a tablazatban, tehat 39

ha nem, akkor primszam. Példaul 39 esetén

= 23-at nem talaljuk a tablazatban, tehét

Osszetett szam. Ha 47-et teszteljiik, akkor

primszam. Vigyazzunk, mert a fent elkészitett 8 x 8-as tablazattal csak b5l-ig lehet
meghatérozni a primszamokat, ugyanis az els§ sorban (oszlopban) a legnagyobb szam 25.

A téablazat egy ilyen kis részébsl még nem lehet tudni, hogy egy > 25 szam megjelenik-e

majd valamelyik lassabban névekvs sorban (oszlopban). Példaul 118-at formalisan nem latjuk
a tablazat fent elkészitett részében, de ha tobb sort és oszlopot is felirunk, akkor ez a szdm meg
fog jelenni az elsd sor 39-edik oszlopaban, tehat 2 - 118 + 1 = 237 Gsszetett szam.

Mint a fenti példakbdl is lattuk e tabldzat hasznélata kényelmes, konnytd szamitasokat
igényel, azonban a tablazat terjedelmes volta itt is nagy nehézségeket okoz, szamitogépes
szirésre alkalmatlan.

Napjainkban az informaciok titkositasaban (a kriptografidban) sziikségiink van nagyon
nagy primszamokra. Példaul az egyik legtobbet hasznalt titkosité rendszer, az 1976-ban
bevezetett RSA-eljaras, egy nyilt (mindenki szdmara ismert) és egy titkos kulcsot hasznal.
A nyilt kulcesal kodolt informaciot, csak a titkos kulccsal lehet dekodolni (megfejtenti).

A kulcesok készitéséhez két nagy (t6bb széz szamjegyti) primszam szorzatéabol indulnak
ki, és egy e szorzat tényezdGit jellemz6 szammal és két szabadon vélasztott szam segitségével
szerkesztik meg tobb 1épésben a titkos kulcsot. A titkositas folyamatat azért vazoltuk, hogy
kihangsulyozzuk a nagy primszamok keresésének sziikségességét, valamint a nagy Osszetett
szamok prim tényezdkre bontasanak fontossagat (aki a nyilt kulcs ismeretében szeretné megfej-
teni, hogy mi lehet a titkos kulcs, annak csak akkor van erre némi esélye, ha egy oriasi nagy
szamot gyorsan fel tud két primszam szorzatara bontani, ez viszont napjainkban, még a leg-
gyorsabb szamitogépek hasznélatéaval is, nagyon sok idébe telik).
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Ahhoz, hogy a véletlenszertien generalt nagy szamok koziil ki lehessen valasztani a prim-
szamokat, primtesztekre van sziikség. Ezért tobbféle primteszt is napvilagot latott. Ezek a
tesztek altalaban nem hatarozzak meg az Gsszetett szamok osztoit. A determinisztikus tesztek
nem hasznélnak véletlen szamokat, és e teszteknél biztos eredményre lehet szamitani. A véletlen
szamokat hasznalé ugynevezett nem determinisztikus (més szoval véletlen) tesztek esetén elfo-
gadunk minimalis val6szintiségl hibas dontést is.

A szamitogépen futtatott primszamtesztek tobb valtozata is ismeretes, és ezek mindegyike
lényegében az Euler—Fermat-tételen alapszik.

A legnagyobb ismert primszam 282589933 —1 (az 6tvenegyedik Mersenne-primszam), amely
24862048 szamjegybdl all.

Szakirodalom
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